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[\ CENTROS DE EXCELENCIA EN CIENCIAS Y MATEMATICAS |
(AIACiMa 2- FASE 3)

GUIA DEL MAESTRO
Titulo : LOS NUMEROS REALES
Autor : Dr. Edwin Morera Gonzalez
Materia : Matematicas
Nivel : Esta actividad estd desarrollada para el nivel 7-9.
Concepto Principal : Numeros Reales
Conceptos Secundarios : Numeros racionales e irracionales

Conocimiento previo: Conocer los conjuntos de nimeros racionales e irracionales. Suma, resta, multiplicacién
y division de niimeros racionales e irracionales. Estar familiarizado con las leyes de los exponentes y la
notacion cientifica.

Objetivos especificos: Al finalizar la actividad los participantes:

1.

Definirén los siguientes conjuntos numéricos:

a. Numeros racionales

b. Nuimeros irracionales
Distinguirdn entre nimero racional e irracional.
Reconoceran que todo nimero racional se puede representar como un decimal finito o periddico.
Reconocerdn que todo nimero irracional se puede representar como un decimal infinito no periddico.
Simplificaran fracciones utilizando la calculadora gréfica.
Utilizaran la calculadora grafica para efectuar operaciones con numeros racionales.
Utilizaran las leyes de los exponentes para simplificar expresiones que involucran potencias.
Utilizaran la calculadora grafica para escribir un niimero en notacion cientifica.
Utilizarén la calculadora gréfica para efectuar operaciones con nimeros escritos en notacion cientifica.

. Simplificaran raices cuadradas.

. Efectuardn operaciones con raices cuadradas.

. Racionalizardn el denominador que tiene una raiz cuadrada.

. Identificardn una o méds razones que representen una comparacion dada.
. Expresaran razones usando la notacion apropiada (¢, a:b,aab).

. Describirdn una proporciéon como dos razones equivalentes.

Estandares, Expectativas e Indicadores por Grado:

ESTANDAR DE CONTENIDO 1: NUMERACION Y OPERACION

El estudiante es capaz de entender los procesos y conceptos matematicos al representar, estimar, realizar
computos, relacionar ndmeros y sistemas numéricos.

Séptimo

1.0 Comprende el significado de los nimeros racionales, sus operaciones y los expresa en miltiples

DE

formas
N.SN.7.1.1 Reconoce que todo nimero racional es un decimal periédico infinito y convierte decimales
finitos a fracciones.
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N.SN.7.1.2 Interpreta potencias positivas enteras como multiplicacién repetida y potencias enteras
negativas como division repetida o multiplicaciéon como inverso multiplicativo.
N.SN.7.1.3 Expresa exponentes enteros negativos como fraccion.
N.SN.7.1.4 Determina (sin calculadora) entre qué dos enteros se encuentra la raiz de un entero que no es
un cuadrado perfecto y explica por qué.
N.SN.7.1.5 Reconoce, relaciona y aplica las propiedades de los ndmeros racionales (asociativa,
conmutativa, identidad, inverso, distributiva, clausura) para resolver problemas.
N.SN.7.1.6 Lee, escribe y compara nimeros racionales en notacion cientifica utilizando potencias de 10
con exponentes enteros (positivos y negativos) e interpreta las aplicaciones de la notacién
cientifica en contextos variados incluyendo formatos en instrumentos tecnolégicos.
2.0 Modela las operaciones, realiza computos con fluidez y resuelve problemas con niimeros enteros
N.SO.7.2.1 Modela la suma, resta, multiplicacién y division con nimeros enteros, describe las
relaciones entre estas operaciones y aplica el orden de operaciones.
N.OE.7.2.2 Realiza computos con fluidez con los nimeros enteros, incluyendo las raices de cuadrados
perfectos y cubos perfectos.
N.OE.7.2.3 Representa y soluciona problemas matematicos y de la vida real que involucre los nlimeros
enteros.
N.OE.7.2.4 Estima y juzga la razonabilidad de los resultados que involucran las operaciones con
enteros.
3.0 Realiza computos con fluidez con nimeros racionales expresados en forma decimal y fraccionaria y
resuelve problemas
N.OE.7.3.1 Realiza computos con fluidez con los niimeros racionales (enteros, fracciones y decimales
positivos y negativos) y aplica el orden de operaciones.
o Descubre y aplica las relaciones caracterizadas por: a—b=a+(-b);a+b=ax ;

N.OE.7.3.2 Representa y soluciona problemas matematicos y de la vida real que involucre los nimeros
racionales.

N.OE.7.3.3 Estima y juzga la razonabilidad de los resultados que involucran las operaciones con
numeros racionales.

N.OE.7.3.4 Simplifica potencias con bases racionales y exponentes enteros.

N.OE.7.3.5 Relaciona una potencia y la extracciéon de la raiz de un cuadrado perfecto. Identifica,
calcula y utiliza la raiz de cuadrados perfectos, cubos perfectos.

4.0 Resuelve problemas relacionados con razones, proporciones y porcentajes.
N.SN.7.4.1 Identifica una o mds razones que representen una comparacion dada y expresa las razones
usando distintas notaciones (ba; aab ;a:b).
N.SN.7.4.2 Interpreta y utiliza razones en diferentes contextos para mostrar las relaciones de dos
cantidades usando la notacion apropiada (a/b, a:b).
N.SN.7.4.3 Describe una proporcién como dos razones equivalentes, escribe y resuelve una proporcion
al solucionar problemas que se relacionen con factores de conversiéon de escalas y
medidas, por cientos y probabilidades.
N.OE.7.4.4 Representa, estima y resuelve problemas que involucran razones, proporciones o porcientos
(incluyendo porcientos menores que 1 y mayores que 100.
Octavo
1.0 Describe los nimeros reales como el conjunto de todos los nimeros decimales y utiliza la notaciéon
cientifica, la estimacion y las propiedades de las operaciones para representar y resolver
problemas que involucren niimeros reales.
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N.SN.8.1.1 Describe los nimeros reales como el conjunto de todos los posibles nimeros decimales.
N.SN.8.1.2 Reconoce que representaciones como @, 2 y otros nimeros irracionales son decimales
infinitos, no-periddicos.
N.SN.8.1.4 Reconoce, relaciona y aplica las propiedades de los nimeros reales (asociativa, conmutativa,
identidad, inverso, distributiva, clausura) para resolver problemas.
N.SN.8.1.5 Distingue entre nimeros racionales e irracionales.
N.SN.8.1.6 Utiliza las leyes de exponentes para simplificar expresiones.
N.SN.8.1.7 Utiliza técnicas de estimacion para decidir si la respuesta es razonable.

Trasfondo:

“El concepto niimero es la distincion evidente entre la bestia y el hombre. Gracias a un niimero, el grito se
transforma en canto, el ruido adquiere ritmo, la primavera es transforma en un baile, la fuerza se convierte en
dindmica, y se delinean las figuras”, Joseph de Maistre, filésofo francés del siglo XIX.

Los numeros naturales y los cardinales no son suficientes para las necesidades de la vida diaria. Necesitamos
medir temperaturas bajo cero, pérdida de yardas en juegos de fitbol, pérdidas financieras en el mercado de
valores. jNecesitamos Ndmeros negativos! ;Quién y cudndo los inventd y los us6? He aqui una respuesta
parcial.

e China: Los nimeros negativos se usaron desde el siglo I. En sus tablas de cdlculo, las barras negras
representaban los nimeros negativos y las rojas los positivos.

e India: Los matemdticos indios de los siglos VI y VII usaban los nimeros negativos. Por ejemplo,
Bramagupta (siglo VII) ensefiaba la forma de realizar sumas y restas de bienes, deudas e inexistencias,
“una deuda rebajada de la nada se convierte en un bien; un bien rebajado de la nada se transforma en
una deuda”.

e Italia: Los nimeros negativos se usaron a finales del siglo XV como soluciones para las ecuaciones. Por
ejemplo, los escritos del matematico italiano Girolamo Cardano (1501 — 1576) incluian ntimeros
negativos.

e Francia: A diferencia de Cardano, el matematico francés Francois Viete (1540 — 1603) sélo dio las
soluciones positivas como solucién a las ecuaciones.

Pero la historia no termina alli. Dividir un entero por otro, distinto a cero, da lugar a un nuevo nimero, un
nimero racional. Estos nimeros (a los que también llamamos fracciones) pueden también escribirse como
decimales. Podriamos imaginar que el viaje numérico termina en los numeros racionales. Sin embargo, los
Pitagéricos, una sociedad secreta de estudiosos de la antigua Grecia (aproximadamente 540 — 500 a.C.)
realizaron un descubrimiento sorprendente: los nimeros irracionales (\ﬁ y 7 son irracionales). Estos niimeros
desafiaron sus conocimientos acerca de las propiedades de los nimeros, porque no pueden escribirse como la
razén de numeros naturales. Nosotros usamos los racionales y los irracionales en un conjunto nuevo de
nimeros, llamados nimeros reales.

Glosario:

e Numeros racionales: { |a, b son niimeros enteros conb #0 }

e Numeros irracionales: el conjunto de todos los nimeros de la recta numérica que NO son racionales.
e Niumeros reales: es la unioén del conjunto de los nimeros racionales y el conjunto de los nimeros
irracionales.
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Subconjunto propio: BcC AsiysolosiVbeB—=>beAydacAtalqueagB. Esto es, B es

subconjunto propio de A si y sélo si todo elemento de B es elemento de A y existe por lo menos un
elemento de A que no pertenece a B.

Intercepcion de conjuntos : A1 B= {x|x e AyxeB}

Union de conjuntos : AUB = {x|x € Ao xe B}

.. L. . .. a —a ) .
Fraccion en su forma mds simple: Si a 'y b son enteros positivos, entonces 5 y e se dice que estd en

su forma estdndar. Una fraccion estd en su forma mds simple si esta en forma estdndar y el maximo
comun divisor entre a 'y b es 1.

Raiz cuadrada principal: sea a > 0 la raiz cuadrada principal de a, denotada por Ja , es un numero
real b > 0 tal que Ja=bsi ysolosib’=a.

Raiz n-ésima : Para un niimero natural n, y a y b nlimeros reales: a es una raiz n-ésima de b si, a" =b.
Por ejemplo, 3 y -3 son una raiz cuarta de 81, pues 3% =81 y (-3)* = 81.

Teorema de Pitdgoras : un tridngulo es rectdngulo si y solo si la hipotenusa al cuadrado es igual a la
suma de los cuadrados de los catetos.

Materiales y equipo:

papelotes

marcadores

cinta adhesiva

calculadoras graficas T1-84 Plus
computadora

proyector digital (Infocus)

Proceso Educativo:

IL.

Pre y Pos prueba

1. Se evaluard el conocimiento de los participantes antes de la capacitacion con la Preprueba y el
conocimiento después con la Posprueba (documentos adjuntos).

Assessment Continuo

1. Obviamente la preprueba y la posprueba son parte del assessment de la capacitacion. Es la primera
ayuda al capacitador para tomar decisiones acerca del conocimiento que tiene el participante del
tema y de las préximas actividades que llevard a cabo. Mientras la posprueba ayuda al capacitador a
tomar decisiones de la necesidad de re ensefianza en proximas capacitaciones.

2. Las hojas de trabajo, el capacitador las utilizard como assessment. Los participantes estardn
cotejando su aprendizaje en la medida que se discutan las mismas en grupo grande. Ademds, el
capacitador las corrige y las utilizarlas para tomar decisiones.
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3. Durante todas las actividades el capacitador estard haciendo observaciones mientras se mueve entre
las parejas, cuando los participantes discuten con su pareja y cuando presentan sus respuestas a las
preguntas. Esto le permite hacer conclusiones del aprendizaje de éstos y los préximos pasos a seguir.

I11. Inicio: Explorando las concepciones previas

1. La actividad estd disefiada para indagar el conocimiento que tienen los participantes acerca del
conjunto de los nimeros reales y sus subconjuntos, sus propiedades y las leyes de los exponentes.

i. Se dividen los maestros en cuatro grupos y se entrega la Hoja de Trabajo 1 (HT1).

ii. Se le pide que contesten las preguntas de la HT1 individualmente. Luego discuten sus
contestaciones con el grupo y llegan a consenso.

1i. Cada grupo presenta sus contestaciones en grupo grande. El capacitador y los participantes
no pasaran juicio de las contestaciones. El capacitador estard observando las contestaciones
e identificard concepciones erroneas, si las hay, para luego a través de la capacitacion hacer
énfasis en las mismas y corregirlas. En el cierre de la capacitacion los participantes volveran
a revisar la HT1 y haran los arreglos pertinentes. De esta forma tendrdn la oportunidad de
percatarse de los posibles errores y corregirlos, mientras el capacitador tendrd un assessment
final.

V. Desarrollo:

Actividad 1

1. El capacitador escribe en la pizarra los siguientes conjuntos de nimeros: reales, enteros, racionales,
cardinales e irracionales y le pide a los participantes que hagan un diagrama en donde describan la
relacion que entre ellos. El capacitador discute con los participantes las diferentes relaciones que
hay entre los conjuntos numéricos (Naturales — Cardinales — Enteros — Racionales — Reales;
Irracionales — Reales; Racionales U Irracionales = Reales; Racionales I Irracionales = &).

2. Luego de la discusion llegan a las siguientes definiciones:

Numeros racionales — { ¢|a, b son numeros enteros con b #0 }

Numeros irracionales — el conjunto de todos los nimeros de la recta numérica que NO
son racionales.

Numeros reales — es la union del conjunto de los niimeros racionales y el conjunto de los
ndmeros irracionales.

Subconjunto propio— BC Asi ysolosibe B=>beAydacAtal quea ¢ B.

Intercepcién de conjuntos — Al B = {x|x €A yxeB}

Unidn de conjuntos — AUB={x|xe Ao xeB}.
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Actividad 2

3. El capacitador discute con los participantes las cuatro operaciones bdsicas en los racionales
utilizando la calculadora. Es importante que el capacitador explique las calculadoras TI tienen dos

sistemas operativos y que en el mas reciente se pueden escribir las fracciones de la forma comiin, 3’

pero si la calculadora tiene el sistema operativo anterior la tienen que escribir utilizando la operacion
division, 2/3. El capacitador explica como simplificar, sumar, restar, multiplicar y dividir fracciones
con la calculadora utilizando los siguientes ejercicios:

ﬂ, E, ﬁ El capacitador aprovecha la oportunidad para definir fraccién en su forma
140 210 418
mads simple (la definicidn esta en el glosario).
.12 7 18
. —+———=
15 9 45
.. (50 15) 2
iii. | —+—|—==
8 16) 5
2_
iv. 23 L _
1+
Actividad 3

4. FEl capacitador entrega la Hoja de Trabajo 2 (HT2) y discute las instrucciones con los participantes.
Luego de 20 minutos se discuten las propiedades de los exponentes con los participantes y luego se

discuten los ejercicios. El capacitador debe enfatizar en que 0° no estd definido y que el 2> = -4y
(—2)2 =4 (En la capacitacion anterior se habia discutido, hay que retomarlo).

Actividad 4

Nota

El trabajo cientifico a menudo implica el uso de cantidades muy grandes o muy pequeiias.
Por ejemplo, una célula promedio contiene alrededor de 200,000,000,000,000 moléculas, y
el didmetro de un electrén es de alrededor de 0.000 000 000 000 4 centimetros. Esto por lo
general causa problemas al escribir y trabajar con cantidades de este tipo en forma estandar.

5. El capacitador comienza estableciendo la necesidad de escribir los nimeros muy grandes o muy
pequefios de una forma alterna. El capacitador define que un nimero esté expresado en notacién
cientifica, decimos que un niimero estd en notacion cientifica si estd expresado como el producto
de un numero entre 1y 10, inclusive el 1, con una potencia entera de 10, esto es, ax10" donde
1<a<10y n es un entero, a en forma decimal.

:a Proyecto sufragado por el Departamento de Educaciéon mediante el programa: Titulo Il Parte A Programa de Desarrollo Profesional.
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6. El capacitador presenta los siguientes ejemplos y muestra como se llevan a cabo en la calculadora
gréfica:
i. 7=7x10°

ii. 720=7.2x 107
iii. 6,430=6.43x 10’
iv. 20,000,000,000 =2 x 10"
v. 0.7=7x10"
vi. 0.0072=7.2x 107

vii.  0.000 0000004 =4x 10

8,162,100,000,000  8.162x10"

= =22x10%
0.000 000 000 000 0371 3.71x107'®

Vviii.

0.000000000321138 3.21138x 107"

=5.23x107%
62, 600,000,000 6.26x10"°

7. El capacitador reparte la Hoja de Trabajo 3 (HT3), explica las instrucciones. Luego de 20 minutos
se discuten los ejercicios.

Actividad 5

Perspectiva Historica
Es poco lo que se conoce de Pitdgoras, excepto que fue el lider de una sociedad secreta o
escuela fundada en el siglo 6 antes de cristo. Este grupo, conocido como los Pitagoricos,
consideraba una falta de alguno de sus miembros si reclamaba cualquier descubrimiento
para él. Por tal razon, cada nueva idea fue atribuida a su fundador, Pitdgoras. Esto fue més
que una escuela; fue filosofia, una religion y en cierto sentido una forma de vida. Este
grupo investigd sobre musica, astronomia, geometria y las propiedades de los nimeros.
Debido a su estricta secretividad, mucho de lo que conocemos sobre ellos es legenda, y es
dificil decir que trabajo se atribuye al grupo o a su lider, Pitdgoras. Cada mafana, cada
miembro de los Pitagéricos tenia que reflexionar sobre tres preguntas:

1. (Qué cosas buenas he hecho?

2. (En qué he fallado?

3. ¢Qué no he hecho que deberia haber hecho?

Sacado de K. J. Smith, MATHEMATICS ITS POWER AND UTILITY, p.103.
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8. El capacitador comienza discutiendo el Teorema de Pitdgoras y lo utiliza para mostrar la existencia

de \/5 en la recta numérica. Luego demuestra que \/5 no es un numero racional y define el
conjunto de los nimeros irracionales (ver Glosario).

Suponer que x/_ = % , donde el MCD(a,b)=1; por lo tanto

2

2= % = 2b° = a’ = a es divisible entre 2 = existe k entero tal que a =2k = b* = 2k’

= b es divisible entre 2.

Lo cual contradice que el MCD(a,b)=1 por tal razén \/5 no es un niumero racional.

9. EI capacitador comienza preguntando ;-2 es una raiz cuadrada de 47?, ;por qué? Luego define la
raiz cuadrada principal de un niamero real (ver glosario), es importante enfatizar que todo numero
real positivo tiene una raiz cuadra positiva y otra negativa, por ejemplo 4 tiene dos raices cuadradas,

2 y -2, pero cuando se usa el simbolo J se refiere a la raiz cuadrada principal. En ocasiones se
indica que J4=-=2 pues (-2)* =4, es cierto que (-2)* = 4 pero por definicion la J4=2 1a raiz

principal.
Recuerde
Numero de raices reales n-ésimas de un niimero real b
n par n impar
b positivo Dos raices reales n-ésimas  Una raiz real n-ésima
-3y 3 son raices cuartas de 81 2 es la tnica raiz cibica de 8

b negativo Raices n-ésimas no reales  Una raiz real n-ésima

-9 no tiene raices cuadradas reales -2 es la unica raiz cibica de -8

10. En este momento el capacitador debe enfatizar lo importante que son las definiciones en el estudio
de las matematicas. Luego muestra como simplificar, sumar, restar, multiplicar, dividir y
racionalizar el denominador de nimeros racionales a través de los siguientes ejercicios:

Nota: El capacitador aprovecha la oportunidad para discutir las siguientes propiedades:
I \/Ex\/l; =lab,a y b numéros reales cona >0yb > 0.

il. % = \E, niimeros reales cona >0yb > 0.

:a Proyecto sufragado por el Departamento de Educaciéon mediante el programa: Titulo Il Parte A Programa de Desarrollo Profesional.
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i /8:4/50:4/48;5\12
i, 38+ /50— 32:A8 + 512

308 22

1il.

2 53 5442
J77 0327 2457 3-\2

11. Se reparte la Hoja de Trabajo 4 (HT4) y se discuten las instrucciones. En esta actividad los
participantes resolverdn ejercicios que involucran operaciones con nimeros racionales e irracionales.
Luego de 15 minutos se discuten en grupo grande. El capacitador discutird cada ejercicio con los
participantes, enfatizando la parte III, y aclarara las dudas que surjan. Es importante que se enfatice

la relacion entre los nitmeros racionales e irracionales y los decimales.
12.

iv. Racionalizar el denominador de los siguientes:

Perspectiva Historica

El primer estudio de las razones y proporciones data de los Pitagéricos. Al principio, las
proporciones estaban conceptualizadas como magnitudes geométricas. Una razén no es
nada mds que una fraccion, por tal razon actualmente las escribimos como a/b o ¢,
histéricamente fue escrito como a:b. Los Griegos usaron la idea que cuatro cantidades son
una proporcidon, a:b = c:d, si las dos razones a:b y c:d son iguales. Una de las mas
importantes fuentes de este periodo es los 13 volumenes de la obra maestra del
pensamiento matemdtico atribuida a Euclides, un profesor matemdtica del Museum de
Alexandria. En el Libro V de su trabajo Los Elementos, Euclides establece la propiedad de
las proporciones.

Sacado de K. J. Smith, MATHEMATICS ITS POWER AND UTILITY, p.103.

Actividad 6

13. El capacitador presenta los conceptos Razon y Proporcion y le pide los participantes que los discutan
en parejas. Luego de 10 minutos se discute los conceptos y se llega a definiciones equivalentes a las
siguientes:

i. Una razon expresa el tamafio de la relacién entre dos conjuntos y se define como el cociente
entre dos numeros. El capacitador debe enfatizar la idea que la razon puede ser escrita como
una fraccién (o como el cociente de dos nimeros), como las fracciones se pueden simplificar,
las razones también.

. . . . ) a c
ii. Una proporcion es una ecuacion que afirma que dos razones son iguales, — =— <> ad =bc .

14. Se reparte la Hoja de Trabajo 5 (HTS) y se discuten las instrucciones. En esta actividad los
participantes individualmente resolverdn ejercicios relacionados con las razones y las proporciones.

:a Proyecto sufragado por el Departamento de Educaciéon mediante el programa: Titulo Il Parte A Programa de Desarrollo Profesional.
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Luego de 20 minutos, el capacitador discutird cada ejercicio con los participantes y aclarard las
dudas que surjan.
V. CIERRE
1. Retomar los papelotes utilizados en el inicio para reflexionar acerca de los aprendizajes en la
capacitacion (assessment final). Se le permite a los participantes que vuelvan a la HT1 y hagan
los cambios que sean pertinentes. Se discute con los participantes los cambios propuestos y la
razon por qué los hicieron.
2. Administrar la posprueba para luego discutirla con los maestros participantes.
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